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ABSTRAKT

Vor 150 Jahren, im Sommer 1854, hielt Bernhard Riemann seinen Habili-
tationsvortrag vor Carl Friedrich Gau� in G�ottingen und schuf damit die wis-
senschaftliche Grundlage, um Minkowski-Raum und Elektromagnetismus zusam-
menzufassen: die nach ihm benannte Riemannsche Geometrie. Zur gleichen Zeit
begann Maxwell sein Programm zum Elektromagnetismus und auch Riemann
entwickelte eine Wellengleichung f�ur das elektrische Potential.

Die Riemannsche Geometrie ist nat�urlich auch die Grundlage f�ur die Allge-
meine Relativit�atstheorie Einsteins, die wir hier aber nicht ben�otigen und auch
nicht er�ortern wollen.

F�ur die Durchf�uhrung der Einbettung fehlen zur Riemannschen Geometrie
zum einen noch das Michelson-Morley (1881) Experiment und seine Deutung
durch die Spezielle Relativit�atstheorie, um zus�atzlich auch inde�nite Metriken
in Betracht zu ziehen und den Minkowski-Raum de�nieren zu m�ussen, zum
anderen Kaluzas Ansatz, die Di�ertialoperatoren der Maxwell-Gleichungen in
einem Kr�ummungstensor unterzubringen..

Diese Durchf�uhrung der Einbettung wird hier nur unter Verwendung von Dif-
ferentialgeometrie (Kr�ummungstensor) mit inde�niter Metrik und den Maxwell-
Gleichungen vorgestellt, ohne die allgemeine Relativit�atsthorie weder vorauszuset-
zen noch zu verwenden.

Man erh�alt aber als weiteres Ergebnis die elektromagnetische Energie als
Quelle einer Kr�ummung, also einen Hinweis auf die Allgemeine Releativit�atstheorie,
allerdings f�ur einen ganz anderen Weg als Einstein ihn beschritt.

1 Einleitung
Die Riemannsche Geometrie ist ein sehr allgemeines Konzept, in dem man leicht
die Euklidische, Gausche, Bolaysche und Lobatschevskische Geometrie unter-
bringen kann. Sie ist jedoch keine Verallgemeinerug dieser Geometrien, sondern
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baut auf ganz anderen Grundlagen auf. Die Einbettung von Minkowski-Raum
und Maxwell-Gleichungen in einen 5-dimensionalen Riemannschen Raum ist
zun�achts reine Mathematik und soll dies auch bleiben, um die Literatur zur
Klassischen Elektrodynamik zu erweitern und eine Br�ucke zur Kaluza-Theorie
zu schlagen und nicht um ein physikalisches Modell zu sein. F�ur schwache
Felder n�ahern sich die gewonnenen Gleichungen der Realit�at beliebig nahe an,
entsprechen ihr exakt aber erst, wenn die Felder auch beliebig klein werden.

Dass diese Einbettung gelingt, ist dennoch �uberraschend und als ein von
Kaluza gefundenes Wunder bekannt. Kaluza vereinte in der nach ihm benan-
nten Theorie die Gravitation - die wir hier ausblenden durch Verwendung der
Minkowski-Metrik - mit dem Elektromagnetismus und begr�undete das Konzept:
Kraft = Raumkr�ummung.

Riemann verfolgte schon 70 Jahre vorher einen �ahnlichen Ansatz. In seinen
physikalischen Spekulationen vom 1. M�arz 1853 betrachtet er Verformungen
eines hypothetischen �ussigen Sto�es im dreidimensionalen Euklidischen Raum.
Er wird dabei auf eine quadratische Di�erentialform gef�uhrt, deren Koe�zien-
ten au�er von den drei Raumkoordinaten auch noch von der Zeit abh�angen. Er
hat damit eine Schar von Riemannschen Metriken im dreidimensionalen Raum,
die er mit der Ausbreitung von Gravitation, Licht und strahlender W�arme in
Zusammenhang bringen will, ein Grundgedanke f�ur eine einheitliche Feldtheo-
rie von Gravitation und Elektromagnetismus. Wie Dedekind aus einem Brief
vom 28. Dezember 1853 zitiert hat Riemann sich nach Abfassung seiner Ha-
bilitationsschrift sofort wieder mit der Untersuchung �uber den Zusammenhang
zwischen Elektrizit�at, Galvanismus, Licht und Schwere befasst. Er sei damit
soweit gekommen, dass er diese Arbeit unbedenklich ver�o�entlichen k�onne und
er habe Grund zu der Annahme, dass Gau� seit mehreren Jahren auch daran
arbeite.

Zu einer Ver�o�entlichung hat er sich dann doch nicht entschlossen. Er
berichtet aber am 26. Juni 1854, wieder in einem Brief an den Bruder, dass
er sich wieder so in diesen Zusammenhang der physikalischen Grundgesetze
vertieft habe, dass er nicht davon los kommen konnte, auch als ihm das ge-
ometrische Thema f�ur die Habilitationsvorlesung gestellt wurde. In dieser hat
er dann ganz am Schluss die physikalische �Uberlegung angedeutet: der Grund
f�ur die Ma�verh�altnisseim Raum m�usse in auf den Raum wirkenden Kr�aften
gesucht werden, �ahnlich der Ober�achenspannung auf einem schwingenden, frei
fallenden Wassertropfen.

2 Die wissenschaftliche Methode
Die Naturwissenschaften gelangen �uber Versuche und Beobachtungen zu ihren
Erkenntnissen und Ergebnissen. Die unmittelbaren Resultate dieser Beobach-
tungen und Messungen bilden jedoch eine zusammenhanglose Sammlung von
Angaben, aus denen man allgemeinere Zusammenh�ange oder Gesetzm�a�igkeiten
abzuleiten sucht. Die aus dem umfangreichen Beobachtungsmaterial gewonnenen
Teilgesetze werden zu einer Theorie zusammengefasst. Diese so genannte induk-

2



tive Methode wird heute als die grundlegende Forschungsmethode der Natur-
wissenschaften betrachtet.

Die auf induktivem Weg erhaltenen Grundgleichungen verallgemeinern die
Versuchsergebnisse. Dadurch ist der Inhalt der gefundenen Grundgleichungen
stets gr�o�er als die zugrunde liegenden experimentellen Fakten. Denn nun
k�onnen s�amtliche Behauptungen dedukiv { analog der Methode der Geometrie {
von diesen Grundgleichungen abgeleitet werden. Die Richtigkeit dieser Axiome
kann nur durch die �Ubereinstimmung der von ihnen abgeleiteten Folgerungen
mit den Messergebnissen bewiesen werden.

Es ist a priori �uberhaupt nicht sicher, ob eine von Grundgleichungen aus-
gehende Behandlungsweise in den Naturwissenschaften m�oglich ist. Dass die
Versuchsergebnisse der Vergangenheit, der Gegenwart und der Zukunft an-
hand einiger Gleichungen bestimmbar sind, dass die Struktur der Au�enwelt
so bescha�en ist, stellt eine �uberraschende Tatsache dar und ist zu den Grund-
problemen der Naturphilosophie zu rechnen, denn es w�are auch eine Anh�aufung
von Versuchsergebnissen vorstellbar, die keine Zusammenfassung zu einem ein-
heitlichen Ganzen gestatten.

F�ur die drei zuerst bekannten Kr�afte Elektrizit�at, Magnetismus und Gravi-
tation wurden die statischen Gesetze leicht gefunden:

Fmag =
�0

4�
~m1 � ~m2

r2 Fel =
1

4��0
q1 q2

r2 Fgrav = 
M1 M2

r2 (1)

Alle drei setzen sich aus einem Produkt der Quellenst�arken sowie dem rezipro-
ken Abstandsquarat zusammen. Dies lie� gleich einen Zusammenhang der drei
Kr�afte vermuten. Schon Faraday unternahm Versuche mit bewegten Ladungen
im Gravitationsfeld im shot tower der houses of parlament, konnte aber nichts
feststellen. Eine Zusammenfassung der Elektrizit�at mit der Gravitation gelang
nicht.

Hingegen stellte Oerstedt 1820 fest, dass bewegte Ladungen ein Magnetfeld
mit sich f�uhren. Die Beschreibung der dynamischen Gesetzte gestaltete sich
wesentlich schwieriger als die der statischen. Zwischenergebnisse schienen sogar
den Energieerhaltungssatz zu verletzen. Schlie�lich konnten bekanntlich beide
Felder zu einem Elektromagnetischen Feld zusammengefasst werden, jedoch mit
wesentlich komplexeren Gestetzen als in der Statik. Woher kommt die Kom-
plexit�at mit Gradient, Rotation und Vektotpotential ?

Inzwischen ist die klassische Elektrodynamik ein historisch abgeschlossenes
und v�ollig deduktiv behandelbares Gebiet, deshalb fehlen dort auch Hinweise
auf den Kaluza-Ansatz. In erster Linie an die experimentellen Resultate und
das Begri�ssystem Faradays ankn�upfend, legte Maxwell im Jahr 1873 in seinem
Buch "A treatise on Electricity an Magnetism" s�amtliche damals vorhandenen
Kenntnisse �uber die Elektrizit�at nieder. Er erfasste in seinen Grundgleichun-
gen nicht nur die bis dahin erhaltenen Versuchsergebnisse, sondern auch im
Voraus die experimentellen Resultate der darauf folgenden 20 Jahre. Aussagen
�uber elektromagnetische Wellen waren n�amlich in den Grundgleichungen von
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Maxwell enthalten, obwohl ihre Existenz erst etwa 20 Jahre sp�ater durch Ver-
suche bewiesen wurde (Heinrich Hertz 1888). Eine F�ulle von Erscheinungen wer-
den seitdem durch diese Grundgleichungen in der Elektrodynamik zusammenge-
fasst: Elektrizit�at, Magnetismus, Radiowellen, Mikrowellen, W�armestrahlung,
Licht, Ultra-Violett- und R�ontgenstrahlung.

Auf der Grundlage der Maxwellschen Gleichungen kann die gesamte Elek-
trodynamik deduktiv, more geometrico", behandelt werden. Eine Er�orterung
dieser Grundgleichungen w�urde ihre Zur�uckf�uhrung auf irgendeine von uns un-
mittelbar einzusehende und daher akzeptierbare Erscheinung bedeuten. Als ein
erfolgreiches Konzept hat sich die Erkl�arung durch die Mechanik von Teilchen-
systemen erwiesen, wie z.B.in der kinetische Gastheorie.

Man hat daher versucht, auch die Maxwellschen Gleichungen auf mechanis-
che Begri�e zur�uckzuf�uhren, was aber nicht m�oglich ist. Diese Erkenntnis war
das Ergebnis eines lang andauernden historischen Prozesses.

Ein anderes erfolgreiches Konzept ist das der Raumkr�ummung, wie es Ein-
stein 1915 zur Erkl�arung der Gravitationskraft eingef�uhrt hat. Durch die Er-
weiterung dieses Konzeptes konnte Kaluza 1921 die elektromagnetische Kraft
ebenfalls auf eine Raumkr�ummung zur�uckf�uhren, in dem er die Maxwellschen
Gleichungen auf die Kr�ummung der 5. Dimension zur�uckf�uhrte. Damit war ein
einheitliches Konzept gefunden, dessen Existenz vermutet und gesucht wurde,
seit die Kraftgesetze der drei damals zuerst bekannten Kr�afte gefunden waren.
Wie wir sp�ater sehen werden, besitzt der Kr�ummungstensor die n�otige Kom-
plexit�at, um die gestellte Frage zu beantworten.

Bevor die Maxwell-Gleichungen aus einem neuen Blickwinkel betrachtet wer-
den, sollen kurz die Grundlagen rekapituliert werden, und zwar anhand von
den drei Fragen: 1.) Was wird heute verstanden als Maxwell-Gleichungen, 2.)
Welches Ph�anomen verbirgt sich hinter den Maxwell-Gleichungen und 3.) Wie
kann man sie aus einem f�unfdimensionalen Kr�ummungstensor erhalten ?

3 Was verstehen wir heute als Maxwell-Gleichungen?
Ein Schl�ussel zum Verst�andnis des Elektromagnetismus war Faradays damals

sehr unkonventionelle Vorstellung von elektrischen und magnetischen Kraft-
linien (Feldlinien), die eine Ladung oder einen Magneten umgeben und sich
�uber den gesamten Raum erstecken sollten. Entlang ihres Verlaufs werden Pro-
beladungen bzw. -magnete vom einen zum anderen Ende gezogen, wodurch
sich die Kraftlinien nachzeichnen lassen. Die Kraftlinien sollen im Raum auch
vorhanden sein, wenn gar kein Probek�orper da ist, auf den sie wirken k�onnen.
Sie geben so f�ur jeden Punkt des Raumes eine Kraft vor, wodurch ein Kraftfeld
de�niert ist.

So entstand die erste Feldtheorie, die eine Nahewirkungstheorie ist, denn
nach Faraday wechselwirkten beispielsweise Eisensp�ane mit den Feldlinien in
ihrer N�ahe und nicht mit dem entfernten Magneten. Dagen ist das Newton-
sche Gravitationsgesetz eine Fernwirkungstheorie, bei der die Kr�afte direkt in
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Massenpunkten angreifen sollten, ohne etwas dar�uber auszusagen, was im Raum
zwischen den Massenpunkten vor sich geht.

Ein Kraftfeld l�asst sich dadurch darstellen, dass man jedem Punkt im Raum
zu jedem Zeitpunkt einen Pfeil zuordnet, dessen Richtung mit der Richtung der
Kraft �ubereinstimmt und dessen L�ange der St�arke der Kraft entspricht. Die
mathematisch exakte Beschreibung hierf�ur ist ein zeitabh�angiges Vektorfeld.

In den vier Maxwellschen Gleichungen in der heutigen Form von Hertz und
Heaviside treten daher auch genau zwei zeitabh�angige Vektorfelder auf: das Vek-
torfeld E f�ur das elektrische Kraftfeld und das Vektorfeld B f�ur das magnetische
Kraftfeld.
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In einem Vektorfeld gibt es Punkte im Raum, an denen viele Feldlinien begin-
nen (Quelle) und andere Punkte, an den sie enden (Senke). Es gibt auch Feldli-
nien, die von einem beliebigen Punkt aus durch den Raum verlaufen und wieder
zu diesem Punkt zur�uckf�uhren, also ringf�ormig geschlossen sind (Wirbelfeld).
Auch hierf�ur gibt es eine mathematisch exakte Beschreibung aus der Vektor-
analysis: die Operatoren Divergenz (div) und Rotation (rot), die auch beide in
den Maxwell-Gleichungen auftreten.

Der Divergenz-Operator ergibt an Punkten im Raum, in denen Quellen ange-
bracht sind (positive Ladungen), einen positiven Wert, dagegen an Punkten, in
denen Senken vorhanden sind (negative Ladungen), einen negativen Wert und
an allen anderen Stellen, durch die Feldlinien nur hindurch gehen, ergibt er Null
(leerer Raum). Es folgt daher, dass ein reines Wirbelfeld, in dem Feldlinien
keinen Anfangs- oder Endpunkt besitzen, die Divergenz �uberall Null ergibt (ein
Magnetfeld hat keine magnetischen Ladungen).

Um den Rotations-Operator zu beschreiben, muss man in die Hydrody-
namik wechseln, in der Vektorfelder die Geschwindigkeiten einer str�omenden
Fl�ussigkeit darstellen (Wasser). Legt man einen Korken auf die Ober�ache
einer solchen str�omenden Fl�ussigkeit, so beschreibt der Rotations-Operator, der
auf das Geschwindigkeitsfeld angewendet wird, die Drehung des Korkens um
die eigene Achse. Nur wenn der Korken sich dreht, ist die Rotation von Null
verschieden, das Geschwindigkeitsfeld hat an dieser Stelle einen Wirbel. Das
ist nicht nur in einem Strudel der Fall, bei dem die Geschwindigkeitsvektoren
Kreise um das Zentrum des Strudels beschreiben. Auch in einem gleichm�a�ig
dahinstr�omenden Fluss, bei dem die Geschwindigkeit von der Mitte des Stromes
zu den Ufern hin abnimmt, wird ein Korken sich drehen, denn der zur Mitte
zeigende Teil wird schneller bewegt als der zum Ufer hinweisende. Obwohl
die Geschwindigkeitsvektoren alle parallel in dieselbe Richtung weisen, enth�alt
dieses Str�omungsfeld Wirbel, die durch die sich quer zur Str�omung �andernde
Geschwindigkeit verursacht werden.

Kennt man von einem Vektorfeld alle Punkte im Raum, an denen Divergen-
zen (Quellen und Senken) vorhanden sind sowie deren St�arke und alle Punke,
an denen die Rotation von Null verschieden ist (Wirbel) und deren St�arke, so
ist dadurch das gesamte Vektorfeld damit bereits eindeutig festgelegt (Helm-
holtzsches Theorem) und man k�onnte alle Feldlinien berechnen.

Nun kommen wir zu Antwort auf die erste Frage: Die Maxwellschen Glei-
chungen beschreiben zwei gekoppelte Vektorfelder, indem sie f�ur jedes der beiden
Felder die Quellen und Wirbel angeben (div E, rot E, div B, rot B). �Uber das
Helmholtzsche Theorem sind damit die Felder vollst�andig festgelegt.

F�ur den weitergehend interessierten Leser f�uhren wir hier noch die exakten
Formeln auf:
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1. Maxwellsche Gleichung

Quellen und Senken des elektrischen Feldes sind positive und negative elek-
trische Ladungen. Elektrische Feldlinien beginnen an positiven Ladungen und
enden an negativen. Die Divergenz des elektrischen Feldes an einem Punkt des
Raumes ist proportional zur dort vorhandene Ladungsdichte �. Der reziproke
Proportionalit�atsfaktor ist die Dielektrizit�atskonstante des Raumes �0.

div E =
�
�0

2. Maxwellsche Gleichung

Das magnetische Feld hat keine Quellen und Senken. Es gibt keine Ladungen
f�ur das Magnetfeld. Magnetische Feldlinien bilden (meist ringartig) geschlossene
Kurven ohne Anfang und Ende. Die Divergenz des magnetischen Feldes ist
daher in jedem Punkt des Raumes immer Null.

div B = 0

3. Maxwellsche Gleichung

Der Wirbel des elektrischen Feldes an einem Punkt ist der zeitlichen �Ande-
rung des dort vorhandenen Magnetfeldes entgegengesetzt proportional. Elek-
trische Feldlinien verlaufen beispielsweise ringf�ormig um ein entlang der Achse
zeitlich ver�anderliches Magnetfeld. Die Rotation des elektrischen Feldes an
einem Punkt des Raumes ist proportional zur �Anderung zum dort vorhandenen
Magnetfeld B. Der Proportionalit�atsfaktor ist die magnetische Permeabilit�at des
Raumes �0.

rot E = ��0
@B
@t

4. Maxwellsche Gleichung

Der Wirbel des magnetischen Feldes an einem Punkt ist gegeben durch eine
dort vorhandene Stromdichte j oder der zeitlichen �Anderung eines dort vor-
handenen elektrischen Feldes. Magnetische Feldlinien verlaufen beispielsweise
ringf�ormig um einen entlang der Achse ie�enden Strom oder um ein entlang
der Achse zeitlich ver�anderliches elektrisches Feld. Die Rotation des magneti-
schen Feldes an einem Punkt des Raumes ist proportional zum dort vorhandenen
Strom oder zur �Anderung des dort vorhandenen elektrischen Feldes E.

rot B = �0j + �0
@E
@t

Eine Kopplung der beiden Felder E und B tritt in der 3. und 4. Max-
wellschen Gleichung dadurch auf, dass die zeitliche �Anderung jedes der beiden
Felder den Wirbel des anderen darstellt.
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4 Welches Ph�anomen verbirgt sich hinter den
Maxwell-Gleichungen?

Die Maxwell-Gleichungen geben f�ur jedes elektrische und magnetische Feld
die Quellen und Wirbel an, �uber die nach dem Helmholtzschen Theorem dann
das gesamte Feld eindeutig festgelegt ist. Als grundlegende mathematische
Gesetze geben die Maxwell Gleichungen aber nicht Auskunft dar�uber, welche
Gr�o�e eine Ursache ist und welche einen E�ekt darstellt (sie geben keinen
kausalen Zusammenhang an).

4.1 Akausale Beschreibung des elektrischen und magneti-
schen Feldes als duale Entit�at

Ursache aller elektrischen und magnetischen Felder sind immer Ladungen
und Str�ome (ruhende Ladungen und bewegte Ladungen).

In der 3. Maxwellschen Gleichung rot E = -@B/@t wird daher eine
grundlegende Aussage �uber die Gleichheit zweier simultan auftretender E�ekte
gemacht. Ein zeitlich ver�anderlicher Strom (dazu z�ahlen auch die Kreisstr�ome
der Elementarmagneten eines bewegten Magneten) hat sowohl ein elektrisches
Wirbelfeld (Faraday Induktion) als auch ein zeitlich ver�anderliches Magnetfeld
zur Folge und diese beiden E�ekte sind dann nach der 3. Maxwellschen Glei-
chung immer simultan gleich.

Die Kopplung der beiden Felder E und B durch die Maxwell Gleichungen
ist also derart, da� die beiden Felder als duale Entit�at auftreten. Deshalb
werden die beiden Teilfelder zusammengefasst zu einem einzigen elektromag-
netischen Feld mit sechs Komponenten (drei elektrische und drei magnetis-
che) und man spricht statt von Elektrizit�at und Magnetismus nur noch vom
Elektromagnetismus (Anmerkung: aus dem gerade Gesagten geht klar her-
vor, dass die Aussage falsch ist, bei Induktion oder Wellenausbreitung w�urden
zeitlich ver�anderliche Magnetfelder ein elektrisches Feld verursachen oder um-
gekehrt [1]).

4.2 Erm�oglichung der Ableitung des elektromagnetischen
Feldes aus 4 Potentialen

Aus der 2. und 3. Maxwellschen Gleichung folgt, dass sich die beiden Felder
aus Potentialen ableiten lassen. Da das Magnetfeld keine Quellen und Senken
besitzt, folgt aus der 2. Maxwellschen Gleichung, dass sich das Magnetfeld B
als Rotation eines anderen Vektorfeldes A darstellen l�asst (als Integrationskon-
stante kann noch ein Skalarpotential  auftreten, das hier als gleich Null gew�ahlt
werden darf).

divB = 0 () B = rotA
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Die drei von den Koordinaten r und dem Zeitpunkt t abh�angenden Kompo-
nenten des Vektors A kann man auch als drei skalare Potentiale au�assen:

A1(r; t) A2(r; t) A3(r; t)

Das Vektorpotential A kann man nun in die dritte Maxwellsche Gleichnung
einsetzen und umformen:

rotE +
@
@t

rotA = rot
�

E +
@A
@t

�
= 0

Da der Ausdruck in der Klammer keine Wirbel hat, folgt, dass er sich als
Gradient eines Skalarpotentials ' schreiben l�asst:

E +
@A
@t

= �grad'(r; t)

E = �@A
@t
� grad'

Man kann also B und E aus A und ' berechnen. Die elektromagneti-
schen Potentiale wurden hier zwar (klassische Theorie) als Hilfsgr�o�en formal
eingef�uhrt, sind aber in weiterf�uhrenden Theorien echte, nicht ersetzbare Felder
mit physikalischem Inhalt (Schr�odinger-Gleichung, QED, Proca-Gleichungen).

4.3 �Aquivalenz zu Wellengleichungen
Durch die Wahl der Potentiale sind zwei der Maxwellschen Gleichungen schon
erf�ullt. Durch Einsetzen in die 4. Maxwellsche Gleichung erh�alt man die Wel-
lengleichungen f�ur das Vektorpotential. Die Wellengleichungen f�ur die Felder
schreiben wir hier nicht extra auf.

rot B = rot rotA = �0j� �0�0grad
@'
@t
� �0�0

@2A
@t2

rot rotA + �0�0grad
@'
@t

+ �0�0
@2A
@t2

= �0j

grad divA��A + �0�0grad
@'
@t

+ �0�0
@2A
@t2

= �0j

grad
�

divA + �0�0grad
@'
@t

�
��A + �0�0

@2A
@t2

= �0j

Aufgrund der vorhandenen Freiheit in der Wahl der Potentiale kann man
diese immer so w�ahlen, dass der Ausdruck in der Klammer Null wird (Lorentz-
Eichung).
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�A� �0�0
@2A
@t2

= ��0j

Dies ist die Wellengleichung, der A gehorcht. Durch Einsetzen in die 1.
Maxwellsche Gleichung erh�alt man die Wellengleichungen f�ur das Skalarpoten-
tial:

div
�
�@A
@t
� grad'

�
=

�
�0

�divgrad'� @
@t

divA =
�
�0

Aufgrund der Lorentz-Eichung kann man hier div A ersetzen:

�'� �0�0
@2'
@t2

=
�
�0

Dies ist die Wellengleichung, der ' gehorcht. Wenn auf der rechten Seite
die Stromdichte j und die Ladungsdichte � Null sind, so handelt es sich um
homogene Wellengleichungen. Die L�osung sind fortschreitende Wellen im leeren
Raum. Bei den angegebenen Gleichungen handelt es sich um die inhomogenen
Wellengleichungen, bei denen auch Raumpunkte mit Sendern eingeschlossen
sind.

Bei Wellengleichungen steht vor der zweifachen Zeitableitung der Kehrwert
des Quadrats der Ausbreitungsgeschwindigkeit der Wellen. Das die Lichtge-
schwindigkeit c = p�0�0 ist, war die Best�atigung, dass Licht aus elektromagne-
tischen Wellen besteht.

4.4 Bezug der Wellengleichungen zum Koordinatensys-
tem

Das Nullresultat f�ur den Nachweis von Abweichungen der Lichtgeschwindigkeit
von diesem Wert verursacht durch Bewegungen der Lichtquelle f�uhrte auf die
spezielle Relativit�atstheorie und zur Minkowski-Metrik, in der Raum und Zeit
als Kontinuum zusammengefasst sind. Daher beinhaltet eine Distanz immer
Raum und Zeit. Nach der Relativit�atstheorie beurteilt jeder Beobachter in
Abh�angigkeit von der Geschwingigkeit mit der er sich bewegt den r�aumlichen
und den zeitlichen Anteil der Distanz unterschiedlich.

F�ur Distanzen oder andere Vektoren wie Geschwindigkeit und Kraft sind
auf der Minkowski-Metrik daher immer 4 Koordinaten anzugeben. So kann
man auch � und j zu einer Vierer-Stromdichte zusammenfassen und als rechte
Seite einer Vierer-Wellengleichung mit ' und A zusammen schreiben.
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Mit den De�nitionen

x0 = ict; j0 = ic�; A0 =
i
c
'

f�ugen sich die beiden Wellengleichungen zu einer Einheit zusammen:

@2Ak
@x12 +

@2Ak
@x22 +

@2Ak
@x32 +

@2Ak
@x02 = �0jk k = 0; 1; 2; 3

4.5 Feldtensor ist 4-dimensionale Rotation des Vierervek-
torpotentials

Der Faraday- oder Feldtensor wird durch eine Gleichung angegeben, mit der
seine 16 Komonenten de�nert werden [2] :

Fik =
@Ak
@xi

� @Ai
@xk

mit i; k = 0; 1; 2; 3

Dies sind die partiellen Di�erentiale der 4-dimensionalen (4D) Rotation von
Ai. Sie treten zum Teil auch in der 3D Rotation und dem Gradienten auf, wes-
halb der Faraday-Tensor unmittelbar die elektrischen und magnetischen Feld-
komponenten enth�alt. In kartesischen Koorinaten ist:

Bx =
@A3

@x2
� @A2

@x3
Ex = ic

�
@A4

@x1
� @A1

@x4

�
By =

@A1

@x3
� @A3

@x1
Ey = ic

�
@A4

@x2
� @A2

@x4

�
Bz =

@A2

@x1
� @A1

@x2
Ez = ic

�
@A4

@x3
� @A3

@x4

�
Der Tensor Fik entspricht der 4D Rotation des Vierervektors Ai. Er l�asst

sich durch die elektromagnetischen Feldgr�o�en folgenderma�en ausgedr�ucken:

F =

26666666664

0 Bz �By � i
cEx

�Bz 0 �Bx � i
cEy

By Bx 0 � i
cEz

� i
cEx � i

cEy � i
cEz 0

37777777775
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Damit haben wir eine physikalische Gr�o�e gefunden, die das elektrische und
magnetische Feld als duale Einheit zusammenfasst: den elektromagnetischen
Feldst�arketensor F.

Mit ihm lassen sich auch die 4 Maxwell-Gleichungen zu zwei Gleichungen
zusammenfassen:

rotB = �0j + 1
c2
@E
@t

divE = �=�0

9=;! @F��
@x�

= �0j�

rotE = �@B
@t

divB = 0

9=;! @F��
@x�

+
@F��
@x�

+
@F��
@x�

= 0

Damit sind wir der Antwort auf die zweite Fragen nahe: Das Wesen der
Maxwell-Gleichungen l�asst sich im Feldtensor erkennen, der als 4x4-Matrix
dargestellt wird (Null-Diagonale, die 6 Feldkomponenten mit entgegengesetz-
tem Vorzeichen einmal rechts oben und einmal links unten) und durch die 4D
Rotation des Vierer-Vektorpotentials gebildet wird, das wiederum die 4 Quell-
Komponenten begleitet.

4.6 Kausales oder retardiertes Vierer-Vektorpotential ist
L�osung der inhomogenen Wellengleichungen f�ur die 4
Potentiale

Die L�osungen der inhomogenen Wellengleichungen an dem Punkt r zur Zeit t
ergeben sich mathematisch zu:

A0 =
i
c�0

Z
V

�
�
r0; t� jr�r0j

c

�
4�jr� r0j d3r0

A1 = �0

Z
V

j1
�
r0; t� jr�r0j

c

�
4�jr� r0j d3r0

A2 = �0

Z
V

j2
�
r0; t� jr�r0j

c

�
4�jr� r0j d3r0

A3 = �0

Z
V

j3
�
r0; t� jr�r0j

c

�
4�jr� r0j d3r0
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Im Integranden stehen im wesentlichen die Quellen (Ursachen). Da Orte,
an denen keine Quellen vorhanden sind, nicht zum Integral beitragen, muss nur
�uber dass Gebiet der Quellen integriert werden. In die Quellen ist am Ort r'
eine Zeitverz�ogerung eingebaut (Retardierung), um die Zeit zu ber�ucksichtigen,
die eine Wirkung ben�otigt, um mit Lichtgeschwindigkeit vom Ort r' zum Ort r
zu gelangen, sowie ein reziproker Abstandsfaktor. Jede Komponente desVierer-
Vektorpotentials geht direkt aus einer Quellen-Komponente hervor. Aus dem
Vektorpotential gehen das elektrische und das magnetische Feld simultan hervor:

B = rotA

E = �@A
@t
� grad'

Fasst man diese beiden Gleichungen in Tensor-Schreibweise zusammen, so
muss man nicht von A0 auf ' zur�uck gehen.

5 Wie kann man die Maxwell-Gleichungen ableiten
?

Riemann trug im Habilitationsvortrag sein Konzept der Geometrie vor, welches
er dadurch charakterisierte, dass Punkte durch Zahlentupel dargestellt werden,
die Menge aller Punkte einen Raum bilden, und ein metrischer Raum dadurch
entsteht, dass auf der Punktmenge eine Distanzfunktion de�niert ist. Dadurch
f�uhrte Riemann die Geometrie ganz auf die Analysis zur�uck, im Gegensatz zur
Geometrie Euklids, der mit anschaulichen De�nitionen beginnt, wie ein Punkt
sei was keine Teile hat, eine Linie breitenlose L�ange, ein Winkel die Neigung
zweier Linien gegeneinander. Ebenso setzt er sich damit von der Fl�achenthorie
Gau�s ab, den gekr�ummten Fl�achen im dreidimensionalen euklidischen Raum,
sowie der nicht-euklidischen Geometrie von Bolay und Lobatschevski, welche
durch Weglassen des 5. Axioms, dem Parllelenaxiom, entstanden.

Als Distanzfunktion hat Riemann positiv de�nite quadratische Formen un-
tersucht und er ging davon aus, der n�achste einfache Fall w�aren positiv de�nite
Di�erentialausdr�uke vierten Grades, wohingegen die spezielle Reltivit�atstheorie
auf inde�nite quadratische Formen f�uhrte, d.h. auf Di�erenzen zwischen Ausdr�ucken
zweiten Grades, wie z.B. x2 � (ct)2, bei der alle Punkte auf der 45�-Linie den
Abstand 0 untereinander haben.

Riemanns allgemeiner Ansatz mit quadratischen Formen ging von Punkten
P in einer n-dimensionalen Mannigfaltigkeit aus

P = x = (x1; x2; :::; xn) (2)

die eine Kurve x(t) bilden, welche vom Anfangspunkt P0 = x(t0) bis zum
Endpunkt P1 = x(t1) durchlaufen wird, wenn man den Parameter t von t0 bis
t1 laufen l�asst:
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x(t) = (x1(t); x2(t); :::; xn(t)) (3)

Zwischen zwei benachbarten Punkten mit dem Koordinatenunterschied

dx = (dx1; dx2; :::; dxn) (4)

soll das Di�ertial ds f�ur den Abstand sein:

ds = F (x; dx) (5)

d.h., die Distanz h�angt ab vom Ort x(t) und der Koordinaten�anderungen
dxi(t), die in der Richtung des eingeschlagenen Weges auftreten.

Die Distanz soll unabh�angig sein von der Richtung, in der die Kurve durch-
laufen wird und sich linear addieren:

F (x; k dx) = jkjF (x; dx) (6)

�Uber die Betragsfunktion jkj = +
p
k2 und um den euklidsichen Raum mit

ds2 = dx1
2 +dx2

2 +dx2
2 einzuschlie�en, folgt, dass F 2 eine homogene Funktion

2. Grades sein soll:

F 2(x; kdx) = k2F (x; dx) (7)

und damit eine quadratische Di�erantialform ist:

F 2(x; dx) = gij(x)dxidxj (8)

Dieser Ausdruck hei�t fundamentale quadratische Form oder metrische Form.
Durch Integration ist dann die L�ange der Kurve de�niert:

s =
Z t1

t0
+
r
F 2(x;

dx
dt

)dt (9)

5.1 Metrischer Tensor
Zur Interpretation der gij dxidxj betrachten wir nun die Koordinatenlinien
ui(t0) durch einen Punkt x(t). Dabei schreiben wir f�ur das festgehaltene t statt
xi(t) einfach nur xi:

u1(t0) = (x1(t0); x2; :::; xn)

u2(t0) = (x1; x2(t0); :::; xn)

:::

un(t0) = (x1; x2; :::; xn(t0))
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Bezeichnen wir nun die Distanz zwischen zwei benachbarten Punkten auf
der Koordinatenlinie ui mit Koordinatenunterschied dui

dsi = +
p
F 2(x; dui) (10)

dann ergibt sich, weil hier f�ur alle j 6= i ja duj = 0 ist:

dsi = +
p
gii(dui)2 = +

p
gii dui (11)

Mit der De�nition:

dr = (ds1; ds2; :::; dsn) (12)

wird dann
@r
@ui

=
dsi
dui

=
p
gii Ti = ai (13)

wobei Ti der Einheitstangentenvektort an die ui-Kurve im Punkt x(t) sein
soll. Hierin haben wir pgii Ti verk�urzt und als ai de�niert.

dr =
@r
@u1

du1 +
@r
@u2

du2 + ::: +
@r
@un

dun = a1du1 + a2du2 + ::: + andun (14)

Wir erhalten die L�ange von dr durch Quadrieren:

ds2 = dr � dr = a1 � a1du1
2 + a1 � a2du1du2 + a1 � a3du1du3

+a2 � a1du2du1 + a2 � a2du2
2 + a2 � a3du2du3

+a3 � a1du3du1 + a3 � a2du3du2 + a3 � a3du3
2

=
nP
p=1

nP
q=1

gpqdupduqwobeigpq = ap � aq
Nehmen wir nun f�ur dr eine andere Zerlegung mit den Einheitsnormalenvek-

toren Ni die ebenfalls im Punkt x(t) der ui-Kurve beginnen, jedoch orthogonal
auf der Koordinaten�ache durch x(t) mit ui = const . Wir bekommen solche or-
thogonalen Vektoren �uber den Gardienten von ui. Da wir die die L�ange nicht auf
einfache Weise berechnen k�onnen, de�nieren zun�achst neue gpq (andere Werte
durch oberen Index gekennzeichnet).

dr = ru1du1 +ru2du2 + ::: +rundun = b1du1 + b2du2 + ::: + bndun (15)

Wir erhalten die L�ange von dr durch Quadrieren:

ds2 = dr � dr = b1 � b1du1
2 + b1 � b2du1du2 + b1 � b3du1du3

+b2 � b1du2du1 + b2 � b2du2
2 + b2 � b3du2du3

+b3 � b1du3du1 + b3 � b2du3du2 + b3 � b3du3
2

=
nP
p=1

nP
q=1

gpqdupduqwobeigpq = bp � bq
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Die Basisvektor-Systeme bilden ein reziprokes System, d.h ihr Sklarprodukt
ist jeweils 1:

a1 � b1 = 1
a2 � b2 = 1

:::
an � bn = 1

nP
p=1

nP
q=1

gpqgpq = 1

oder mit Einsteinscher Summenkonvention gpqgpq = 1

Damit k�onnen die gpq berechnet werden (inverse Matrix):

(gpq) = (gpq)
�1

Die Reziprozit�at der Basisvektor-Systeme zu den beiden metrischen Ten-
soren hat auch noch folgenden Vorteil: Zerlegt man einen Vektor A nach den
ai und bi

A = A1b1 +A2b2 + :::+Anbn
A = A1a1 +A2a2 + :::+Anan

dann kann man den Betrag des Vektors berechnen zu

j A j2=
nX
p=1

ApAp

Diese beiden zu den Basisvektorsystemen geh�orenden metrischen Tensoren
beschreiben denselben Raum, haben aber eine unterschiedliche Gestalt, d.h.
die Elemente in den Zeilen und Spalten sind verschieden. Die Gestalt eines
metrischen Tensors h�angt also vom verwendeten Koordinatensystem ab. Den
gpq(x) selbst ist damit nicht unmittelbar anzusehen, ob der Raum eben oder
gekr�ummt ist. L�asst sich eine Koordinatentransformation auf ein kartesisches
Koordinatensystem durchf�uhren

ds2 = dx2 + dy2 + dz2

oder in Zylinderkoordinaten:

ds2 = d�2 + r2d'2 + dz2

dann sind im metrischen Tensor nur die Diagonalelemente ungleich Null und
der Raum ist eben (und das Koordinatensystem orthogonal). Die Metrik der
Kugelober�ache l�asst sich nicht auf eine solche Gestalt bringen:

ds2 = R2 �d#2 + sin2 #d'2�
Unabh�angig von speziellen Koordinatentransformationen kann man aber aus
dem metrischen Tensor einen anderen Tensor bilden, den Kr�ummungstensor,
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der genau dann und nur dann Null ist, wenn die Kr�ummung verschwindet, der
Raum also eben ist. Der Kr�ummungstensor wird aus den Teilausdr�ucken mit
den gpq und Ableitungen der gpq, den Christo�elsysmbolen, gebildet:

���� =
g��

2

�
@g��
@u�

+
@g��
@u�

+
@g��
@u�

�
(16)

Dies sind noch keine Tensoren, sondern erst:

Rmikp =
�gmik
@up

� �gmip
@uk

+ �rik�mrp � �rip�
m
rk (17)

Genau dann, wenn dieser Tensor verschwindet (Nullmatriix), ist der Raum eben:
Rmikp = 0 f�ur einen nicht gekr�ummten Raum
Durch die Di�erenzen in den Ausdr�ucken verschwinden oft etliche Terme auch
f�ur gekr�ummte Ra�ume und vereinfachen die Rechnungen. Es ist eine Verein-
fachung mit physikalischer Bedeutung darunter: Verschwindet in den Christof-
felsymbolen der erste Trem, so ergeben der zweite und dritte einen Ausdruck, der
dem Rotationsoperator in den Maxwellschen Gleichungen entspricht. Kaluzas
Idee war nun, den vier Dimensionen, die auch der Minkowski-Raum hat, eine
weitere hinzuzuf�ugen, um darin den Elektromagnetismus aufzunehmen.

5.2 Boskovich Raum
Wir gehen Daher jetzt �uber zu einem speziellen Raum und einem speziellen
metrischen Tensor, bei denen die ersten vier Dimensionen dem Minkowski Raum
entsprechen und f�ugen einen f�unftes linaer unabh�angiges Basisvektorpaar hinzu.

Die rechtwinkligen Koordinaten eines Punktes seien x, y, z, t (Minkowski-
Raum) und w, die Basisvektoren dazu i, j, k, l, m. Ein zweites Koordinaten-
system in diesem f�unfdimensionalen Raum habe f�ur die Koordinaten x0, y0, z0,
t0 dieselben Basisvektoren im Minkowski-Raum, jedoch als f�unften Basisvektor
einen schr�ag zur Minkowski-Hyper�ache gegebenen Vektor A.

Ein Radiusvektor r l�asst sich dann schreiben als:

r = x0 i + y0 j + z0 k + t0 l + u0 A

x = x0 + u0Ax
y = y0 + u0Ay
z = z0 + u0Az
t = t0 + u0At
w = u0Aw

dr =
@r
@x0 dx0 + @r

@y0 dy0 + @r
@z0 dz0 + @r

@t0 dt0 + @r
@u0 du0

= idx0 + jdy0 + kdz0 + ldt0 + (iAx + jAy + kAz + lAt + mAw)du0
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dr � dr = (dx)2 + 2Axdxdu0 +A2(du)2 + (dy)2 + 2Aydydu0
+(dz)2 + 2Azdzdu0 + (dt)2 + 2Atdtdu0

(AB) =

0BBBB@
1 0 0 0 Ax
0 1 0 0 Ay
0 0 1 0 Az
0 0 0 1 At
Ax Ay Az At A2

1CCCCA jj = A2�A2
x�A2

y�A2
z�A2

t = A2
w

Das kovariante System dazu:

x0(x; y; z; t; w) = x� Ax
Aw

w

y0(x; y; z; t; u) = y � Ay
Aw

w

z0(x; y; z; t; u) = z � Az
Aw

w

t0(x; y; z; t; u) = t� At
Aw

w

u(x; y; z; t; w0) =
1
Aw

w

rx0 =
@x0
@x

+
@x0
@y

+
@x0
@z

+
@x0
@t

+
@x0
@w

dr = rx0dx0 +ry0dy0 +rz0dz0 +rt0dt0 +ru0du0 =
�

idx0 � Ax
Aw

m
�
dx0

+
�

j� Ay
Aw

m
�
dy0 +

�
k� Az

Aw
m
�
dz0 +

�
l� At

Aw
m
�
dt0 + 1

Aw
mdu0

�
AB

�
=

0BBBBBBBBBBBBBBBB@

1 + A2
x

A2
w

AxAy
A2
w

AxAz
A2
w

AxAt
A2
w

�Ax
A2
w

AyAx
A2
w

1 + A2
y

A2
w

AyAz
A2
w

AyAt
A2
w

�Ay
A2
w

AzAx
A2
w

AzAy
A2
w

1 + A2
z

A2
w

AzAt
A2
w

�Az
A2
w

AtAx
A2
w

AtAy
A2
w

AtAz
A2
w

1 + A2
t

A2
w

�At
A2
w

�Ax
A2
w

�Ay
A2
w

�Az
A2
w

�At
A2
w

1
A2
w

1CCCCCCCCCCCCCCCCA
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5.3 Konstantes Aw
F�ur eine erste einfache Rechnung sollen die Basisvektorprodukte gpq nur vom
Raumzeitpunkt im Minkowskiraum abh�angen und nicht von der f�unften Koor-
dinate. Alle Ableitungen nach dieser f�unften Koordinate werden dadurch Null.
Da alle gij mit i, j = 1..4 konstant entweder Eins oder Null sind, werden auch
alle ihre Ableitungen Null. Es bleiben dann nur die f�unf gp5 = g5p abzuleiten!
Als weitere Vereinfachung soll zun�achsr auch Aw konstant sein (Aw = 1) und
damit s�amtliche Ableitungen von Aw verschwinden.

Wir bilden nun Christo�elsymbole aus den beiden metrischen Tensoren gpq und
gpq. Griechische Indices stehen dabei f�ur einen Bereich von 1 bis 4 (Minkowski-
Raum, s.o.) und lateinische Gro�buchstaben von 1 bis 5 (Boskovich-Raum):

�A
BC =

5X
D=1

gAD

2

�
@gCD
@uB

+
@gBD
@uC

� @gCB
@uD

�
(18)

Folgende Christo�elsymbole wollen wir zun�achst untersuchen: �5
55, ��55 und

���5 = ��5� . Beginnen wir mit �5
55. Die ersten beiden Summanden sind Ableitun-

gen nach u5, die ja verschwinden sollen. Alle Ableitungen von Aw und damit
von g55 verschwinden ebenfalls:

�5
55 =

5X
D=1

g5D

2

�
@g5D

@u5 +
@gD5

@u5 � @g55

@uD

�
(19)

= 0 (20)

Dasselbe gilt f�ur ��55:

��55 =
5X

D=1

g�D

2

�
@g5D

@u5 +
@gD5

@u5 � @g55

@uD

�
(21)

= 0 (22)

Beim n�achsten Christo�elsymbol ���5 ist der mittlere Summand Null und der
Term f�ur D = 5 f�allt weg. Da die ersten vier Dimensionen zum Minkowskiraum
geh�oren, bleibt von der Zeile g�� nur das Diagonalelement g�� = 1 �ubrig:

���5 =
5X

D=1

g�D

2

�
@g5D

@u�
+
@g�D
@u5 � @g�5

@uD

�
(23)

=
4X
�=1

g��

2

�
@g5�

@u�
+ 0� @g�5

@u�

�
(24)

=
g��

2

0@@(�A�A2
w

)
@u�

� @(�A�A2
w

)
@u�

1A (25)
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= � 1
2A2

w

�
@A�
@u�

� @A�
@u�

�
(26)

= �1
2
�2F�� (27)

Im letzen Schritt wurde f�ur die Klammer der Feldst�arketensor eingesetzt und
die Ersetzung � = 1

Aw vorgenommen.

Wenn wir jetzt den Ricci-Tensor RAB ausrechnen:

RAB = RDADB =
5X

D=1

�DAD
@uB

�
5X

D=1

�DAB
@uD

+
5X

D=1

5X
E=1

�
�EAD�DEB � �EAB�DED

�
(28)

f�ur A = B = 5, so verschwindet der erste Term wegen Ableitung nach u5 und
die Terme direkt nach den Minuszeichenund sind Null. Es bleibt nur der dritte
Summand �ubrig, bei dem wiederum f�ur D = 5 und E = 5 Null herauskommt:

R55 =
5X

D=1

�D5D
@u5 �

5X
D=1

�D55
@uD

+
5X

D=1

5X
E=1

�E5D�DE5 �
5X

D=1

5X
E=1

�E55�DED (29)

=
4X
�=1

5X
�=1

��5��
�
�5 (30)

=
4X
�=1

5X
�=1

(�1
2

)�2F��(�1
2

)�2F�� (31)

=
4X
�=1

5X
�=1

1
4
�4F��F�� (32)

=
1
4
�4(E � E + B � B + S � S) (33)

R55 entspricht also der Summe aus statischer elektrischer und statischer mag-
netischer Energie sowie der elektromagnetischen Strahlungsenergie.

Wenn wir jetzt auch noch fordern, das RAB = 0 sein soll, also auch R55 = 0, so
muss bei � = 1 = const: also auch die elektromagnetische Energie und damit
das Feld Null sein, Aw also orthogonal auf dem Minkowskiraum stehen. Wir
m�ussen daher Aw und damit � variabel halten, was wir im n�achsten Abschnitt
tun wollen.

5.4 Variables Aw
Die Ableitungen von Aw und damit insbesondere g55 verschwinden nun nicht
mehr, mit Aunahme der Ableitung nach u5. Wir bilden nun zun�achst die
Christo�elsymbole aus dem vorherigen Abschnitt:
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�5
55 =

5X
D=1

g5D

2

�
�@g55

@uD

�
(34)

=
4X
�=1

A�

2

�
� @
@u�

�
1
A2
w

��
(35)

=
4X
�=1

� 1
A3
w
A�

@Aw
@u�

(36)

=
4X
�=1

�� A� @�
@u�

(37)

wobei zum Schluss 1=Aw = � substitutiert wurde, um Quadrate im Nenner
und Kuben von Aw zu vermeiden. Das Ergenis l�asst sich au�assen als Produkt
aus 4er-Vektor A und 4er-Gradient � multipliziert mit �.

F�ur ��55 gilt das Gleiche. Zus�atzlich wird g�� hier zu einem Kronecker-Symbol,
weshalb sich die Summe auf einen Term reduziert:

��55 =
5X

D=1

g�D

2

�
�@g55

@uD

�
(38)

=
g��

2

�
�@g55

@u�

�
(39)

= �1
2

@
@u�

�
1
A2
w

�
(40)

=
1
A3
w

@Aw
@u�

(41)

= �� @�
@u�

(42)

Beim n�achsten Christo�elsymbol ���5 kommt nun der Term f�ur D = 5 hinzu, bei
dem der zweite und dritte Summand wegen Ableitung nach u5 verschwinden.
Beim g��-Term kommt nach der Produktregel noch Ableitungen von Aw hinzu:
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���5 =
5X

D=1

g�D

2

�
@g5D

@u�
+
@g�D
@u5 � @g�5

@uD

�
(43)

=
g��

2

0@@(�A�A2
w

)
@u�

� @(�A�A2
w

)
@u�

1A+
g�5

2

 
@( �1

A2
w

)
@u�

!
(44)

=
1
2

1
A2
w

�
@A�
@u�

� @A�
@u�

�
+

1
2

(�2)
A3
w

�
(�A�)

@Aw
@u�

� (�A�)
@Aw
@u�

�
(45)

�1
2

(�2)
A3
w

(+A�)
@Aw
@u�

(46)

=
1
2
�2F�� + �

@�
@u�

A� (47)

Man sieht, dass die Komplexit�at zunimmt. Die restlichen Christo�esymbole
geben wir daher ohne Rechnung an und mit Einsteinscher Summenkonvention:

�5
55 = k � A� r�� (48)

��55 = � r�� (49)

�5
5� =

1
2
�2k3A�F�� + k2�(A�r��)A���1 +r�� (50)

���5 = k � A�r��+
1
2
k2�2F �

�: (51)

�5
�� = k ��1 (A�r��) + k3 A�A��A�r�� (52)

+
1
2
k3�A�[A�F�� +A�F��] +

1
2
k (r�A� +r�A�) (53)

���� = k2 �A� A�r��+
1
2
k3 �2[A�F �

� : +A�F �
� : ] (54)

Daraus ergeben sich die Komponenten des Ricci-Tensors:

R55 =
1
4
k2�2F��F�� + � r�r�� (55)

R5� =
1
2
k�2r�F�� +

3
2
k2�r��F�� (56)

R�� =
1
2
k2�2F�: �F

�� + ��1 r�r�� (57)

Nun k�onnen wir RAB = 0 fordern und erhalten aus der zweiten Gleichung:

r�F�� = 3r��F�� (58)
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